Evrim Agaclar ve Dort-Nokta Teoremi

Gokee CAKMAK * Ali DENIZ f Sahin KOCAK *

Canlilarin simiflandirilmas: biyologlar igin her zaman en 6nemli konulardan biri olmusgtur. Yiizyillardir
morfolojik kriterlere dayali olarak yapilan bu kargilagtirma ve diizenleme iglemi, "Sistematik" adiyla biyolo-
jinin 6nemli bir dalini olugturur. Evrim olgusunun kavranmasindan sonra, sistematik dalinin amaci, biiytik
evrim agacin gercege en yakin bigimde inga etmeye ¢alismak olmugtur. Sekil 1’de 1866’da bu "hayat agac-
lar1"nim ilk 6rneklerini olusturan Ernst Haeckel’in bir ¢izimini goriiyorsunuz. (Ilging bir not olarak, yiiz kiisur
sene Once, iki gen¢g Osmanh miinevverinin bu panteist Alman biyologunun bir eserini ¢evirmis olduklarim
belirtelim [3].) Hayat agaglarmin (ve bagka evrimsel agaglarm, rnegin dillerin dallanmasinin) daha yeni
orneklerini internette bolca bulabilirsiniz.
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Sekil 1: Ernst Haeckel’in bir ¢izimi, 1866

Son dénemde, organizmalarin DNA-dizilerinin ¢dziimlenmesiyle, sistematik¢ilerin eline umulmadik yeni
bir ara¢ geg¢mistir. Bu niikleotid dizilerinin (gogu kez onlarin bazi 6zel pargalarimin) kargilagtirilmasiyla,
iki organizmaya sayisal bir "uzaklik" 6lgiisii kargsilik getirmek miimkiin olmus ve bdylece matematikgileri
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de sagirtacak (ve onlar1 goreve davet edecek!) bigimde, elemanlar1 organizmalar olan sonlu metrik uzaylar
ortaya c¢ikmigtir.

Bir organizma kiimesi verildiginde, bunlarin ortak bir atadan zaman iginde mutasyon ile dallanarak
olustugu diigliniiliirse, bunlar arasinda gercekgi bazi uzakliklarin tanimlanmasi halinde, ortaya ¢ikacak sonlu
metrik uzayin, matematikte zaten uzun siiredir bagka amaclarla da kullanilmakta olan, "metrik bir agag"
formunda olmasini beklemek dogaldir. Daha acik ifade etmek gerekirse, organizmalardan olusan bdyle bir
metrik uzay, organizmalar koselere resmedilecek sekilde metrik bir agaca gomiilebilmelidir. Bunun bdyle olup
olmadigina nasil karar verilebilir? Eger bdyleyse, organizmik uzayin gomiilebilecegi bir metrik agag¢ nasil
bulunur? Asagida bu sorulara cevap vermeye calisacagiz. Siiphesiz, oncelikle, bahsi gecen baz kavramlar:
netlestirmemiz iyi olacak.

1 Metrik Agaclar

Cizge kavramini artik herkes biliyor. Matematigin bu en basit kavrami, belki de en énemli kavramidir,
¢iinkii bu kavram bir bakima matematigin kendisi i¢in bir metafordur. Matematik, nesneler ve onlarin ara-
sindaki iligkilerin bilimiyse, ¢izge de zaten tam Oyle bir seydir: Koseler ve onlarin bazilarini iligkilendiren
kenarlar. Hilbertvari bir yaklagimla nesneleri de unutup, sadece iligkilere bakarsak, geriye sadece kenarlar
kalir ve gergekten de koselerde nelerin oturdugu 6énemli degildir; ¢izgenin yapisini kenarlarin birbirlerine nasil
el verdigi belirler.

Cizgelerimizin kose sayisimin sonlu olmasini ve iki kdge arasinda en fazla bir kenar olmasini istiyoruz
(bir kogeden tekrar kendisine giden kenarlara da izin vermiyoruz). Bizi bu yazida ilgilendiren, ¢ok yerinde
bir ifade ile agag adi verilen 6zel ¢izgeler olacak. Bunlar baglantili ve dongiileri olmayan ¢izgelerdir, yani
herhangi bir kégeden digerine kenarlar tizerinden yiiriiyerek ulagabiliriz ve bir kdseden yola ¢ikip, ardigik (ve
farkll) kenarlar iizerinden yiiriiyerek tekrar aym kogeye donemeyiz.

Bir cizgenin kogelerine v1,vs,...,vn dersek, i # j olmak tizere, v; ve v; koseleri arasindaki (muhtemel)
bir kenari e,,,; veya e;; ile gdsterecegiz ve v;, v; kogelerine bu kenarm uglar1 (veya koseleri) diyecegiz. (Tabii
her ¢ # j icin bir e;; kenar1 olmayabilir.)

Bir agaci soyle de tanimlayabiliriz:

v;, v; gibi herhangi iki farkh kose verildiginde, farkh kenarlardan olusan tek bir e;;, €44, - - - €5, ; yolu vardir.
(Cizge kuramcilarimin terminolojisinde béyle bir yol igin bagka bir terim de kullaniliyor olabilir, bu nedenle
bagiglanmay diliyoruz.)

Bir agaci bir diyagram yardimiyla gorsellestirirken, koseleri temsilen noktalar koyuyoruz ve kenarlar:
temsilen de, bir e;; kenar1 i¢in, v; ve v; koselerini temsil eden noktalar1 (diiz veya kavisli) bir ¢izgi ile
birlestiriyoruz. Sekil 2’de 9 koseli bir agac goriiyoruz. Ornegin, esgesrergegs yolu, vy kosesi ile vg kogesi
arasindaki (tek) yoldur.

Bir agacin kogelerinin kiimesi tizerinde (bu kiimeye V diyelim) dogal bir metrik tanimlanabilir: v; ve v; gibi
iki (farkli) koge arasindaki uzaklik olarak, bunlari birlegtiren yolu olugturan kenarlarm sayisini atayabiliriz.
(v; ve v; arasindaki uzakhg: sifir olarak tamimlayabiliriz.) Ornegin Sekil 2’de v, ile vg arasindaki uzaklik
4’tiir. (Bu suretle V tizerinde bir metrik uzay ortaya giktigimi gérmek, kiigiik, girin bir aligtirmadar.)

Bu metrik uzayin tek kusuru su ki, uzakliklar olarak hep dogal sayilar karsimiza ¢ikiyor. Bu nedenle,
biraz daha hassas isler icin, V koseler kiimesi iizerinde bagka bir metrik tanimlamak istiyoruz. Bu amacla
kenarlara, bir tiir agirlik olarak pozitif sayilar atamak istiyoruz; yani, kenarlar kiimesine E diyecek olursak,
bir w : E — RT fonksiyonunu géz éniine aliyoruz ve bunun yardimiyla d* (v;, v;) uzakhgin, v; ile v; koseleri
arasindaki yolu olusturan kenarlarin agirliklarinin toplami olarak tanimhiyoruz. Boylece V' koseler kiimesi
tizerinde bir d* metrigi tanimlanmig olur.

Agacimiza geklen bir (V) E) ikilisi goziiyle bakarsak, (V, E, w) tgliisiine de bir metrik agag diyecegiz.
Yani bir metrik agag, kenarlar1 pozitif sayilarla agirliklandirilmig bir agactir; bu suretle de V' koseler kiimesi
iizerinde w agirlik fonksiyonu yardimiyla tanimlanmig bir metrik ortaya cikar.

Aslinda birazcik daha ileri gidip, agacin gorsellegtirilmesinde kenarlar: temsil eden cizgilere gerceklik ka-
zandirabilirdik; o gekilleri resmilestirip agaci bir topolojik uzaya doniistiirebilir, agirlik fonksiyonu yardimiyla
da bir metrik uzaya doniistiirebilirdik. Literatiirde metrik agac denilince cogu kez bu anlasiliyor. Ama bizim
amagclarimiz i¢in, sadece kogeler arasindaki uzakligin tanimlandigi yukaridaki basit model yeterli olacak.



Sekil 2

2  Sonlu Metrik Uzaylar1 Metrik Agaglara Gommek

Sonlu sayidaki organizmadan olusan bir kiime {izerinde, herhangi iki organizma arasinda uygun bir uzaklik
tanimlayarak bu kiimeyi bir metrik uzaya doéniistiiriince, evrim olgusu, bu sonlu metrik uzay1 metrik bir agaca
gémme sorusunu kendiliginden oniimiize getiriyor. Bu ayn1 zamanda matematiksel agidan da ¢ok ilging bir
soru. Organizmik metrik uzaylar1 bir kenara birakip, gu masum soruyu sorabiliriz:

Herhangi bir sonlu (X, d) metrik uzay1 verildiginde, hangi kosullar altinda bu uzay: bir (V, E, w) metrik
agacima goémebiliriz? Burada gémme derken siiphesiz x,y € X i¢in d(x,y) = d¥(f(x), f(y)) olacak sekilde
bir f : X — V fonksiyonunun varligin1 anliyoruz.

Filogenetikgiler genellikle bu gémme igleminde f(X) C V goriintii kiimesinin (V, E,w) agacinn yap-
raklarindan olugan alt kiime olmasii istiyorlar (tek bir kenarin ucu olan kogelere yaprak deniyor); X’in
gémildigi agacin diger kogelerini evrim g¢atallanmasinin olustugu fosil organizmalar olarak diigiiniiyorlar.
Buna aslinda tam katilamiyoruz, ¢linkii iki organizmanin ortak bir atasi hala yasiyor olabilir, ama gene de
¢izmeden yukar1 ¢gitkmayip, bu detaylara girmeyecegiz ve gdbmme deyince yukaridaki tanmimi esas alacagiz.

N noktali bir metrik uzay1 X = {1,2,..., N} kiimesi {izerinde diiglinecegiz ve i, j € X arasindaki uzakligi
d;; ile gosterecegiz. Gomme problemini anlamak icin 6énce en minik uzaylara bakmak istiyoruz.

N =1ve N = 2 durumlan agikardir; X = {1} uzayim tek koseli (ve kenarsiz) bir agaca; (X = {1,2}, d12)
uzayimni da Sekil 3’teki iki kosgeli ve tek kenarh bir metrik agaca gémebiliriz:

U1
€12
X={1,2} —— wig = w(ern) = dio
i
U2
Sekil 3

N = 3 durumu ilging sayilabilir. (X = {1,2,3},d = (d;;)) metrik uzaym Sekil 4’teki 4 kdseli ve 3 kenarl



bir metrik agaca asagidaki gibi gémebiliriz:

(d12 + di3 — da3),

N =

Wig4 = ’LU(€14) =
1
Woy = 5(6521 + doz — d13),

1
W3g = 5(6531 + dso — d12),

v1

€14
f Vg V3
X = {1 2,3} E—— a4
1 v;

€24

U2

Sekil 4

3 Dort-Nokta Kosulu

N = 4’e gelince isler biraz karigmaya basgliyor! 4 noktali her metrik uzay1 bir metrik agaca gémemiyoruz.
Ornegin (X = {1,2,3,4}, dio = doz = d34 = dyy = 1, di3 = dag = 2) metrik uzayim bir metrik agaca
gémmeye c¢aligsaniz, belli dongiilere zorlandiginizi goreceksiniz. Bunun nedenini anlamak igin, herhangi bir
(X ={1,2,3,4},d = (dij)) metrik uzaymm bir (V, E, w) metrik agacina gomilebildigini varsayalim. i € X
elemaninin agagtaki gortintiisii v; € V kosesi olsun. Gémme geregi, d¥ (v;,v;) = d;; olur. Simdi, agag icinde,
i# 7 (4,5 =1,2,3,4) icin v; ve v; kogeleri arasindaki yollar: diigiinelim. Kargimiza esas itibariyle su resim
gikacaktir (sadece kogelerin konumlanma diizeni farkh olabilir):

/U:
U2\ / 3

>_<-"
R
.

V1 / \’U4

Sekil 5

Burada soyle bir durumla karsilagiyoruz:

d¥ (vi,v2) + d¥(vs,vq) < d¥(v1,v3) + d¥(va,v4)

ve
d” (vi,v9) + d¥(vs,vs) < d¥(v1,v4) + d¥(ve,v3);

ya da (sagdaki toplamlar egit oldugundan)
di2 + d3q < di3 + dog = dy1g + do3.



Kogelerin konumlanma diizeni (sematik olarak) Sekil 6’daki gibi olsa,

U3 V4
V2
U1
Sekil 6
di3 + doa < di2 + d3q = dia + da3; Sekil 7’deki gibi olsa,
(o U3
V2

U1

Sekil 7

dy1g + doz < dig + d3q = di3 + day iligkileri gegerli olur.

Yani her durumda, dis + ds4, di3 + dog, d14 + doz sayilarinin en az ikisi maksimum olmakta, digeri
onlardan egit-kiigiik olmaktadir. Buna dért-nokta kogulu diyoruz. Yukaridaki (X = {1,2,3,4};d12 = das =
d34 = d41 = 1, d13 = d24 = 2) metrik uzaylimilza bakarsak, d12 + d34 = 2, d13 + d24 =4 ve d14 + d23 =2 olup,
bu kosul saglanmamaktadir! Bu nedenle bu dort noktali metrik uzay bir metrik agaca gomiilemez.

Diger yandan, bu kosul saglaniyorsa, (X = {1,2,3,4},d = (d;;)) metrik uzayim bir metrik agaca géme-

biliriz: Ornegin, dis + dss < di3 + dog = d14 + dog ise,

Sekil 8



wys = w(eis) = %(du + dig — da),
was = %(dm +dog — di4),

w3 = %(d32 + d34 — das),

W4 = %(dm + dy3 — d13),

Wy = %(dw + dog — di2 — d34)

gonderimi, (X, d)’nin bir metrik agaca gommesidir. Durumu g6yle 6zetleyebiliriz:

Dért-Nokta Kosulu: (X,d = (dij)?’ j:l) dort noktali metrik uzay: igin dért-nokta kogulunun saglanmasi
demek, dis + d34, d13 + dog ve diy + dog sayilarindan ikisinin esit olmasi ve digerinin de onlardan egit-kiigiik
olmasi demektir.

Yardimc1 Teorem. Dirt noktal bir (X,d = (dij)} j—;) metrik uzaymn bir metrik agaca gomiilebilmesi
icin gerek ve yeter kosul, dort-nokta kosuludur.

Artik dort-nokta teoremini ifade edebiliriz:

Teorem (Dort-Nokta Teoremi). Sonlu bir (X, d) metrik uzayimn (| X| > 4) bir metrik ajaca gomilebil-
mesi i¢in gerek ve yeter kosul, bu uzayn dort noktals her alt-uzayiman dért-nokta kosulunu saglamasidar.

Demek ki, | X| > 5 i¢in, sonlu bir (X, d) metrik uzayimn bir metrik agaca gomiilebilmesi igin gerek ve yeter
kosul, onun dort noktali her alt uzaymin bir metrik agaca gomiilebilmesidir. Yani burada bir tiir lokalden
globale gegis fenomeni s6z konusudur. Teorem, dort-noktal alt uzaylarin gémiildiigii birgok "kii¢iik" agacin
uyumlu bir gekilde biiyiik bir agacin igine yerlestirilebilecegini soylemektedir.

Son elli yilda en az dort-beg defa "kesfedilmis" olan bu giizel teoremin literatiirdeki ispatlar: ister-istemez
biraz fazla teknik ([1, 2, 4]’e bakinz). Giizel teoremlerin ispatlar1 da giizel olsa ve teoremin neden dogru oldu-
gunu da kavratsa ne giizel olurdu. Biz gene de asagida, [4]'teki ispat1 biraz degistirerek ve agarak anlatmaya
galigacagiz ([4]’teki yazarlar, bir yapragin bagh oldugu kenarin agirhiginin sifir olmasina izin veriyorlar. Ama
o zaman "yaprak" kavraminin i¢i bogaldig1 igin bu yaklagim pek hosumuza gitmedi). Ispatin kolay izlenmesi
igin gekilleri galiba biraz abartip, ¢izgi filme doniigtiirdiik; umariz affolunur.

Dért-Nokta Teoreminin Ispati. (X ={1,2,...,N},d = (dij)), N > 4, bir metrik uzay olsun ve dort-
nokta kosulunu saglasin. Ispat1 tiimevarimla yapacagiz. N = 4 icin iddiamiz Yardime: Teorem nedeniyle
dogrudur. Simdi N > 5 olsun ve IV — 1 noktali bir metrik uzayin, dért-nokta kogsulunu saglamasi halinde, bir
metrik agaca gomiilebilecegini kabul edelim. Bu kabulii, X’den bir nokta atarak elde edecegimiz bir alt uzaya
uygulayacagiz; ama bu noktay1 ¢ok usturuplu bir bigimde secip atmamiz gerekiyor! X iginde, d;r + dji — d;;
ifadesi maksimum olacak gekilde bir (4, j, k) ligliisii (¢ # j # k # 4) secelim ve X’den ¢ noktasini atalim!
(Bu da nereden ¢ikt1 demeyin; bu aslinda Buneman’n ilhami [1]. Belki siz daha dogal bagka bir se¢im
yapabilirsiniz ve bu harika olurdu!)

(Y = X\ {i}, dy = d|y) metrik uzay1 N — 1 noktaya sahip olup, doért-nokta kogulunu da agik¢a sagladi-
gindan, kabuliimiize gore bir metrik agaca gomiilebilir. Bu agaca Ay diyelim. Bu gémmeyi Sekil 9’da temsili
olarak goriiyorsunuz. 7 kigesini heniiz digarida ve elimizde tutuyoruz. Onu ileride bir kenarla uygun sekilde
Ay agacina baglayip, X uzaymin gomiilebildigi bir Ax agaci olusturacagiz.



Sekil 9

Simdi X kiimesinde, i,j ve k diginda herhangi bir ¢ noktasi géz oniine alalim (bkz. Sekil 10).

Sekil 10

Maksimallik kogulumuz nedeniyle,

dgr + djr, — dgj < di, + dji — dyj
= dgr +dij < di + dg;

dit, +dgr — dig < dige + dji — dyj
= dgr +dij < dji +dyg

esitsizlikleri gegerli olur. X i¢indeki i, j, k ve ¢ noktalar:1 dért-nokta kogulunu sagladigindan,
dik + dgj = dji. + dig (1)

elde edilir. Simdi Ay agaci iginde j kogesinden k kogesine giden en kisa yolu diiglinelim (gémmelerde bir
eleman ile onun goriintiisii i¢in aym sembolii kullaniyoruz). Bu yolun "devaminda" k kogesinden sonra gelen
ve Y kiimesine ait bir koge olamaz! Bunu gormek i¢in &’dan sonra bir [ € Y oldugunu varsayalim (bkz. Sekil
11).



Sekil 11

(1)’de g = 1 alirsak, di, + dji = dji + dy esitliginden, d;; > dj;j oldugundan, d;; > d; elde edilir. Bu
durumda, dy; + dj — dij > dir, + dji — d;; olur ki, bu da d;;, + dji, — d;; ifadesinin maksimalligi ile gelisir.
Demek ki, gommemizi Sekil 12’deki gibi tasavvur edebiliriz (yani istersek Ay agacimn jk hatti {izerinden
ulagilan kismini kesip atabiliriz):

Sekil 12

Simdi biraz da jk en kisa yolunun j tarafina bakalim. Bu istikamette j’ye iki kenarla baglanan (Sekil
13’deki t gibi) ve Y’ye ait bir nokta da var olamaz. Cilinki boyle bir durumda di + dsi — des = 2dsr > 2d
olurdu. Oysa X ’teki iicgen esitsizligi nedeniyle d;r +d i —d;; < 2d;i, olup, bu durum d;, + d;5, — d;; ifadesinin
maksimalligi ile celigirdi.



Sekil 13

Demek ki gommemizi Sekil 14’teki gibi diigiinebiliriz.

Sekil 14

Simdi tekrar jk en kisa yolunu diisiinelim ve bu yol iizerinde j kogesinden sonra gelen ve Y’ye ait olan
ilk kogeye p diyelim (bkz. Sekil 15).

Sekil 15

X uzaymin gémiilebildigi bir Ax agaci olugturmak icin, ¢ kdgesini, j ile p arasindaki uygun bir r noktasina



yeni bir kenarla baglayacagiz. Bu amagla su agirliklar: tanimlayalim:
1
Ai = E(dij + dix — dji),
1
Aj = E(dij + dji, — di),
1
Ap = i(dip +djp — dij)-

Bu agirliklarin hepsi, licgen esitsizligi nedeniyle pozitif veya en az sifirdir. Ayrica, A\; +A; = dij, i —Aj =
dir, — dji olup, Aj + Ay = 3(dip + djp + dji — dii;) olur. (1) esitliginde ¢ yerine p alacak olursak,

djk +dip = dix, + djp

olup, buradan A\; + A\, = d;, elde edilir. (Bir 6zel durum olarak, p = k olsa, d;i + dip = dix + d;p esitligi
stiphesiz yine gegerlidir.)

Simdi Sekil 16’da belirtildigi gibi, Ay agacma i ve r koselerini ve \; agirlikh e, kenarim ekleyerek (ve
mevcut kenar1 da belirtildigi gibi ikiye bolerek) bir Ax agaci olugturalim.

Sekil 16

X wzaymin i digindaki noktalar: (yani Y uzayi), izometrik olarak Ay agacinda yerlerini almiglardi. i
noktasi da Ax agacinda yerini almig bulunuyor. Bu génderimin izometrik oldugunu gérmek icin artik sadece
i noktasimin bagka bir g noktasina Ax agaci i¢indeki df}]X uzakhgmin d;, oldugunu gostermek yeterli olacaktir.

q = j igin dfjx = \; + A; olup, bunun d;;’ye esit olduguna yukarida isaret etmistik. ¢ = k icin,
d5X =N+ (djr — Aj) = (A — Nj) + dj = dige — dje + djie = dig

olur. Demek ki, d;; ve dj;, uzakliklar1 Ax agaci i¢inde korunmaktadir.

Simdi g, Ay agaci iginde, Y'den gelen ve j ile k’dan farkli, herhangi bir kése olsun. ¢ i¢in iki durum s6z
konusu olabilir: Ax agaci iginde 7 kdgesinden ¢ kogesine ulagirken r kdgesinden gegmemiz gerekir ve bundan
sonra k veya j istikametinde ilerleyebiliriz.

Ik durumda (bkz. Sekil 17) df}zx =X+ (djqg — Aj) = djq+ (N — \j) = djq + dir, — dji, olup, (1) nedeniyle
df}zx = djq bulunur. Yani bu durumda da Ax agacina gémme esnasinda d;, uzakligi korunur.

10



Sekil 17

Simdi ikinci durumu ele alalim, yani g kogesi ¢ kogesinden hareketle, r gegildiginde, j istikametinde kalsin
(bkz. Sekil 18).

Sekil 18

Bu durumda 6nce d;, = d;; +d;, olacagini, dolayisiyla A; = d;; ve A\; = 0 olup, r = j olacagim gostermek
istiyoruz (bkz. Sekil 19):
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Sekil 19

q,j ve k kogeleri bir yol iizerinde oldugundan
dgk = dgj + djik (2)

yazabiliriz. O halde dj;; + dgr. — dg; = 2d;) olur. Diger yandan, licgen esitsizligi nedeniyle d;;, < di; + dji
olur. Bunu da, d;;, + dji — d;; < 2d;;, seklinde yazalim. Maksimallik varsayimimiz nedeniyle,

2dj1, = dji +dgr — dg; < dig + dij — dij < 2dji

olup, buradan djk + qu — dqj =d;, + dkj — dij yani qu — dqj =d;p — dij ve (2) nedeniyle djk =d; — dij,
yani d;; + djr = d;i elde edilir. Dolayisiyla, A\; = d;; ve A; = 0 olmaktadir. Demek ki j tarafinda tek bir ¢
dahi varsa, r = j olmak zorundadir (bkz. Sekil 19).

Artik ¢ ve ¢ noktalarinin Ax agaci igindeki uzakhgin hesaplayabiliriz:

deX =N +diY = dij + djg.

Peki, di;j+d;q = diq diyebilir miyiz? Bunu gérmek icin, (4, k, ¢) ti¢listinii diiginelim. Maksimallik varsayim
nedeniyle,

dig + dij < dij + dig,

dik + dkg — dig < dig + dij — dij,

ve (2) nedeniyle,

dgj + dji + dij < dij + dig,
dgj + dij < dig,

yazilabilir. Uggen esitsizligi nedeniyle d;;, < d;; + dj, oldugundan, buradan d;; + dj; = d;, elde edilir.
Demek ki gergekten df;x = d;q olup, bu durumda da uzaklik korunmaktadir. Boylece, kii¢lik maratonumuzu

tamamlamig olduk.
O

Bu teorem matematiksel olarak tabii ¢ok zarif ve biz aym zarafette bir ispat verememis olsak da, bu
teoreme hayramiz. Aligtirma olarak giiphesiz kolayca basit (ama sun’i) drnekler verebilirdik, ama biz gergek
bir 6rnek vermek istedik ve bu miinasebetle hakiki uygulamalarin ne kadar zor ve problemli olabilecegini
yagsayarak gordiik. Eskisehir Teknik Universitesi Biyoloji Boliimiinde molekiiler biyoloji konusunda calisan
bir arkadagimizdan (Burak Berber), bize bir enzimin 5-6 farkl organizmadaki amino asit dizilimlerini verip
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veremeyecegini sorduk. Burak bize Sekil 20’de gérdiigiiniiz enzimin, fare, tavsan, insan, koyun ve domuz
organizmalarindaki dizilimlerini gikardi.

Sekil 20: 113 — HSD1 enziminin 3 boyutlu yapisi.

Aym "harf"lerden olugturulan (bizim durumumuzda "harf"ler amino asitler oluyor ve bu "alfabe'"nin
eleman sayisi 20) ve ayn1 uzunluga sahip (bizim durumumuzda 292) iki sonlu dizi (veya "kelime" ya da biyo-
loglarin ifadesiyle "dizilim" ya da "sekans") verildiginde, bunlar arasindaki "Hamming" ad1 verilen uzaklik,
farkli harflere sahip pozisyonlarin sayisi olarak tanimlaniyor. Ornegin 10’ar harf uzunlugundaki

MAVMKNYLLP
MAFMKKYLLP

dizilimleri arasindaki uzaklik 2 dir, ¢iinkii bu dizilimlerde 3. ve 6. pozisyondaki harfler farklidir (ama diger
konumlardaki harfler aymdir). Bu kelimelerin harfleri, su noktada bizi fazla ilgilendirmeyen bazi amino
asitlerin sembolleridir.

Biz tisenmeden, hatta epeyce bir heyecanla, Burak’tan aldigimiz 5 dizilim arasindaki Hamming uzaklikla-
rin1 bulduk. Her biri 292 harf uzunlugunda olan 5 dizilimi Tablo 2’de ve bunlar arasindaki uzakliklar1 Tablo
1’de gorebilirsiniz. Boylece {fare, tavgan, insan, koyun, domuz} kiimesini bir metrik uzaya déniigtiirmiig olduk!
(Kiigiik, giizel bir aligtirma olarak, Hamming uzakhginin, belli bir alfabe {izerinde, belli bir uzunluktaki baz
kelimelerden olugan bir kiime {izerinde bir metrik tamimladigini gésterebilirsiniz.)

Fare | Tavsan | Insan | Koyun | Domuz
Fare 0 72 63 70 63
Tavsan | 72 0 57 75 66
Insan 63 57 0 64 49
Koyun | 70 75 64 0 43
Domuz 63 66 49 43 0
Tablo 1

5 elemanli bir organizmalar kiimesi iizerindeki bu uzakliklar tablosunu daha yakindan inceledigimizde
biiyiik bir hayal kiriklig1 yagsadik. Bu metrik dért-nokta kogulunu saglamiyordu! Ornegin daha ilk baktigimiz
{fare = 1, tavsan = 2, insan = 3, koyun = 4} dértliisiinde,

dis +d3s =72+ 64 =136
di3 + doy = 63+ 75 =138
dig + doz =704+ 57 =127

olup, bu uzakliklar dort-nokta kosulunu saglamiyordu!

Belki bir uygulamaci, "Hemen hemen saglaniyor" da diyebilir ("136, 138 ve 127 sayilarinin biiyiik olan ikisi
hemen hemen egit" diyebilir). Ama matematigin masum ve berrak (ama belki biraz mizmiz) diinyasina aligmig
bizler giiphesiz bunu kabul edemeyiz. Bu 6rnek matematigin basit diinyasiyla, gercek uygulamanin karmagik
diinyas: arasindaki fark: géstermesi acisindan bizim icin ¢ok 6gretici oldu. Biraz diigiiniince sunu kabul etmek
zorunda kaldik ki, organizmalar arasinda anlamli bir evrimsel uzaklik tanimlamak gibi zor bir mesele bu kadar
hafife alinmamaliydi. Milyarlarca harflik niikleotid dizilerinin s6z konusu oldugu bu organizmalardan, birkag
yiz harflik bir aminoasit dizisine bakmak, tabi ki hassas bir uzaklik 6l¢iisii veremiyordu...
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Diger yandan ¢ok daha uzun dizilimleri bile alsak, acaba Hamming uzakligi dogru bir se¢im miydi?
Belki bazi pozisyonlardaki harf farkliliklar:, diger bazilarina goére ¢ok daha 6nemli olabilirdi. Burada artik
yavag yavas "Matematiksel Filogenetik" gibi yeni bir bilim dalinin nasil dogmaya bagladigin goriiyoruz. Bu
konularda bir merak uyandirabildiysek, bu kii¢iik yazimiz amacina ulagmig olacak.

Dort-nokta teoremine geri donersek, 6zellikle verdigimiz ispat1 6rneklemek icin, yapay da olsa bir 6érnek
vermekten gene de kendimizi alamadik. Kafadan bir 6rnek atabilirdik, ama bu konuda doktora yapmus Isvecli
Alice Lesser’in tezindeki bir 6rnegi gormenizi istiyoruz [5]. Tablo 3’teki bu ornegin kafadan atilmig oldugu
besbelli. Thtimal Alice de gercek drneklerle kolay bas edilemeyecegini goriip bu sayilar: dért-nokta kosulunu
saglayacak sekilde uydurmusg olmali.

Insan | Goril | Kopek | Kedi | Bocek
Insan 0 3 10 10 14
Goril 3 0 9 9 13
Kopek 10 9 0 2 10
Kedi 10 9 2 0 10
Bocek 14 13 10 10 0
Tablo 3

Alice’in tablosunun bes noktali bir metrik uzay tanimladigini ve bu uzaymn dort noktali her alt kiimesinin
dort-nokta kogulunu sagladigin tabi ki hemen kontrol edebilirsiniz. Ornegin;
{insan, goril, kopek, kedi} alt kiimesi tizerinde
dinsan, goril T dképek, kedi =3+2=5
dinsan, kopek T dgoril, kedi = 10+9 =19
dinsan, kedi T dgoril, kopek — 10+9=19

olup, bu alt kiime dort-nokta kosulunu saglamaktadir.

Doért-nokta teoremine gore, bu bes noktali metrik uzayin bir metrik agaca gomdiilebilmesi gerekiyor. Yazim
kolaylig1 agisindan sirasiyla insan, goril, kopek, kedi, bécek yerine 1, 2, 3, 4 ve 5 yazalim ve X = {1,2,3,4,5}
tizerindeki (X, d) metrik uzayin diigtinelim. Bu metrik uzay1 gomebilecegimiz bir agag bulmak i¢in, ispatimiza
gore, X icinde d;, + d;i — d;; ifadesini maksimum yapan (4,4, k), (¢ # j # k # 1) tglilerini bulalim. Bunlar,
(1,2,5) ve (2,1,5) tgliileridir (Bunlar i¢in d;;, + dji — d;; degeri 24’tiir). (1,2,5) tg¢lisiinii segelim ve ¢ = 1
olmak iizere (Y = X \ {1}, d|y) metrik uzayim bir Ay agacina gémelim. Bu agag

W3y = %(d34 +dss — das) = 1,
Wiy = %(d34 +dyz —da3) =1,
Why = %(d52 +dsy —dag) =7,
Way = %(dzs + dag — dys) = 6,
Waw = 3 (das + das — ds — dos) = 2

olmak iizere, Sekil 21’deki gibi olacaktir.
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Sekil 21

j = 2 kosesinden k = 5 kosesine giden en kisa yol {izerindeki Y’ye ait ilk koge p = k = 5 olacaktir (Bu
yol tizerindeki v kiogesi Y’ye ait degildir). Simdi de ¢ = 1 kogesini j = 2 ile p = k = 5 arasindaki uygun bir r
noktasina yeni bir kenar ile baglamaliyiz.

Sekil 22

Ispatimizda tamimlanan yardimer agirliklar
AL = %(du +di5 — d2s) = 2,
A2 = %(du +das — di5) =1,
As = %(dw +dos — dy2) = 12

olup, bu durumda elde edilen agag Sekil 22’deki gibi olacaktir. Bu agaci asil kahramanlarimizla cizersek
Sekil 23’teki agaci elde ederiz.
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Bocek

Sekil 23

Gergekten de bu agag tizerindeki en kisa yol metrigi Tablo 3’ bize geri verecektir.
Matematiksel Filogenetigi sevdiyseniz, su kaynaklara da bir goz atabilirsiniz: [0, 7, 8].
Yazimizi bitirirken, gercek enzim dizilimleri diye tutturup epey ugrastirdigimiz biyolog arkadagimiz Burak

Berber’e de ¢ok tegekkiir etmek istiyoruz.
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Tablo 2: 113 — HS D1 enziminin farkli tiirlere ait aminoasit dizilimleri
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